Chapitre 2

L’ensemble des nombres complexes

I - L’ensemble des nombres complexes

a) Définition de C

Théoréme 2.1. Il existe un « unique » ensemble, noté C, tel que :
1. R C C avec préservation de l'addition et de la multiplication ;
2. 3i € C tel que i? = —1;
3. Vz € C, J(a,b) € R xR tel que z = a + ib.
Ainsi :
C={a+ib|a,beR}.

On appelle C ’ensemble des nombres complexes.

Démonstration. On admet ce résultat. O

Définition 2.1. Soit z € C. Soit (a,b) € R x R tel que z = a + ib.
1. On appelle le réel a la partie réelle de z et on la note Ne(z).

2. On appelle le réel b la partie imaginaire de z et on la note Sm(z).

3. L’écriture a + ib est appelée la forme algébrique de z.

Notation. On note iR I'ensemble des imaginaires purs, i.e. iR = {ib | b € R}.

& Remarque 2.1.
— Soit z € C, alors Re(z) € R et Sm(z) € R.
— Soit z € C, alors z € R < Qm(z) = 0.
— Soit z € C, alors z € iR < Re(z) = 0.
— Le choix du nombre complexe ¢ est arbitraire, on aurait pu choisir son opposé et développer
la méme théorie.
#1 Exercice 2.1. Donner des exemples de nombres complexes et pour chaque exemple, donner
sa partie réelle et sa partie imaginaire.
1. 24 3i € C, Re(2 + 3i) = 2 et Sm(2 + 3i) = 3.
2. 4€C, Re(4) = 4 et Im(4) = 0.
3. —3i € C, Re(—3i) = 0 et Sm(—3i) = —3.
& Remarque 2.2. Soient z,z’ € C alors il existe (a,b) € R x R et il existe (a/,b') € R x R tels
que z = a+1ib et 2’ =a’ +ib’. On a les formules suivantes.
1. 2+ 2 =a+ib+d +ib = (a+d')+i(b+ V') donc Re(z+2") =a+a' et Sm(z+2") =b+b'.
2. zx 2 = (a+ib) x (a' +iV') = ad’ + iab’ + iba’ + i?bb’ = aa’ — bV’ + i(ab’ + a’b) donc
Re(zz') = aa’ — bb' et Sm(zz') = ab’ + a’b.
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. 1 1 (a — 1b) a—1ib a—1ib 1 a
3. S 0, — = = — — d Rel2) = -2 ot
iz# "z a+ib  (a+ib)(a—1ib) a?—(ib)2 a2+ b2 one e(z) 2 b2

1 —b
gm(;) 2

z 1
4. Si 2’ #0, — = 2z x — et on peut combiner les deux formules précédentes pour déterminer la
z z

partie réelle et la partie imaginaire de —.
z

#1 Exercice 2.2. Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1. (=4 +5i) + (3 — 2i)

(—4+5)+B3—-20)=—4+3+i(6—-2)=—-1+3i.

2. (1+414)3
(1+0)% = (1+0)2(141)
=(124+2x1xi+1i*)(141)
=142 —1)(144) cari®=—1;
= 2i(1414)
= 2i + 22
=—2+4+2 cari’l=—1.
-1
3.
5—2i
~1 —(5+ 2i) -5-2  -5-2 -5 (-2
— — — S
5—2i (5—2i)(5+2i) 52—(20)2 25+4 29 29
cari2:—1.
41— 20+ ——
l+1 2
i i1+ 2i)
1—2i  (1—2i)(1+2)
i+ 2
12— (2i)2
| — 2
:i+4cari2:fl;
-2
5
2+.
= —— 1—
5
Ainsi : ) L3 0
=1-2—-+i-=>—i-.
z () 5+z5 5 15

b) Lien avec le plan R?

On peut identifier C avec le plan R? = R x R en associant & chaque nombre complexe z € C le
couple (Re(z), Im(z)) € R2.
Inversement, on peut identifier le plan R? avec I’ensemble des nombres complexes C en associant
a un couple (z,y) € R? le nombre complexe x + iy.

Définition 2.2.
1. Si A= (z,y) € R2, le nombre complexe x + iy est appelé l'affize de A.
2. Siz € C, le point du plan (Re(z),Sm(z)) est appelé l'image de z.
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#1 Exercice 2.3. Dans le plan R2, placer les points d’affixes 1,4, 1 +4, 1 — i et %

On pose A = (1,0) 'image de 1; B = (0,1) I'image de i; C = (1,1) 'image de 1 +i; D = (1,—1)
1 .

I'imagede 1 —iet B = (0, 5) I'image de %

......... 2
SR By . xC . .
E .

o LA
2 1 0 ﬁ 2
......... 1
“D
......... 2l o

c) Conjugaison

Définition 2.3. Soit z € C. On appelle conjugué de z le nombre compleze :

zZ = Re(z) — iSm(z).

#1 Exercice 2.4. Déterminer le conjugué des nombres complexes suivants :
1. =1+ 44,
—1+4i=—-1—4i.
2. 2 — bi.
2 —5i =2+ 5.

& Remarque 2.3. Soit z € C, géométriquement 'image de Z est le symétrique de I'image de z
par rapport & I'axe des abscisses.

Proposition 2.2. Soit z € C, alors :
1. Re(z) = Zrz

22—z
2

et Sm(z) =

zZ=2z;

zeRezZ=12z;

e

z€IR&Z=—z.

Démonstration. Soit z € C.
* Montrons le premier point. Par définition, on a : z = Re(z) + iSm(z) et 7 = Re(z) — iSm(z),
ainsi : _ _

Re(z) = Z;FZ ot Sm(z) = Z—2
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* Montrons le second point.
Z = Re(z) — iSm(z) = Re(z) +iSm(z) = 2.
* Montrons le troisiéme point.

z€R< Qm(z) =0 d’aprés la remarque 2.1;
zZ—Z

21
S Z=7Z.

=0 d’apreés le premier point;

* Montrons le quatriéme point.

z €iR < Re(z) =0 d’aprés la remarque 2.1;
z+Z

2
& 2=—Z.

=0 d’aprés le premier point ;

|

¥ Remarque 2.4. Les troisiéme et quatriéme points de la proposition sont utiles dans les exercices
pour démontrer qu'un nombre complexe est en fait un réel ou un imaginaire pur.

Proposition 2.3. Soient z,z" € C, alors :
1.2+ =2+7;

2. zx 2 =Zx2;

. z
3. s12' #0, (;) =

|

Démonstration. Soient z,z’ € C.
* Montrons le premier point.

z 4 2" = Re(z) +4iSm(z) + Re(z') + i1Sm(z’)
= Re(z) + Re(z') + i(Sm(z) + Sm(=’)
= Re(z) + Re(z") — i(Sm(z) + Sm(z’)) d’apres la définition 2.3 ;
= Re(z) — iSm(z) + Re(z') — iSm(z’)

=7Z+ 2z daprés la définition 2.3.

* Montrons le second point.

= Re(z)Re(z’) — Sm(z)Sm(z’) + Sm(z)Re(z'))
= Re(z)Re(z') — Sm(z)Sm(z") — i (Re(2)Sm(z’) + Sm(z)Re(2'))
= (Re(z) —iSm(z))(Re(z') — iSm(z"))

=z x 7.

* Montrons le troisiéme point avec z’ # 0. On remarque que :

GREDENE

1
en utilisant le second point. D’autre part z’ x — =1, donc en passant au conjugué :
z

1 — 1 -
Z/X—/Z/X<—I>11
z z
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ainsi :

Donc :

/|\
N
I
l
X
S
N\| —_
N———
I
I}
X
| =
Il
|

#1 Exercice 2.5. Décrire ’ensemble suivant :

p={:ec\ip X e ).

Soit z € C\ {i}, on a:

2+ . Z+1 z+1 .
- c iR & ( > =— - d’aprés la proposition 2.2;
z—1 z—1 z—1
zZ—1 z+1
—_— == + - d’apreés la proposition 2.3;
Z+1 Z—1

SEZ-i)z—1i)=—(E=+9)F+1)
S2z—i(z+2)—1=—22—i(z2+2)+1
&2z =1.

En posant z = = + iy avec (r,y) € R?, 2z = 1 se réécrit : 22 + y? = 1. Donc E est le cercle de
centre (0,0) et de rayon 1 privé du point d’affixe i qui est le point (0,1) dans R?.

d) Module

|Pr0position 2.4. Soit z € C, alors zzZ € R,..

Démonstration. Soit z € C.

2Z = (Re(z) +iSm(z))(Re(z) — iSm(z))
= (Re(2))” + (3m(2))* € Ry

Définition 2.4. Soit z € C. On appelle module de z la quantité v/2Z. On la note |z|.

#1 Exercice 2.6. Déterminer le module du nombre complexe 1 + i.

1+i =0+ —i)=V12 -2 =2

& Remarque 2.5.

— Géométriquement le module de z € C correspond & la distance entre le point d’affixe z et
Porigine du plan R2.

— Si 2,2’ € C, la quantité |z — 2’| correspond & la distance entre les points d’affixes z et z’.
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— Soient w € C et R € R%, une équation du cercle de centre w et de rayon R est |z —w| = R,
ce qui se réécrit (Re(z) — Re(w))? + (Sm(z) — Sm(w))? = R?.
Proposition 2.5. Soit z € C, alors :

1. 2| =0 2=0;

2. |z| = 2]

3. Re(z) < |Re(2)] < |z] et Sm(z) < |Sm(z)] < |z|.

Démonstration. Soit z € C.

* Montrons le premier point & ’aide de deux implications.

(=) Si |z| = 0, alors v/2Z = 0, ainsi 2z = 0, d’ou Re(2)? +
Sm(z) =0, ie. z=0.

Sm(z)? = 0, donc Re(z) = 0 et
(<) Siz=0,alors |z] = v2Z =0 =0.
* Montrons le deuxiéme point.

Izl =VzZ xZ=Vzz =|z|
+* Montrons le troisiéme point.

|z| = V2Z = /Re(2)? + Sm(2)2 > V/Re(2)2 = |Re(z)| > Re(2).
On procéde de la méme fagon pour démontrer 'inégalité sur la partie imaginaire
Proposition 2.6. Soient z,z’ € C, alors
1 22| = |2 x |2/] 5

2. siz #0,

z

Zl

_ Il

JRET

3. |2+ 2| < |z| + 7| (inégalité triangulaire 1) ;
4. |zl = 17'|] < |z = 2’| (inégalité triangulaire 2).

& Remarque 2.6. Géométriquement, I'inégalité triangulaire 1 nous indique que le plus court
chemin entre deux points du plan est la ligne droite.

2+ 2| < [z + ||

Démonstration. Soient z, 2z’ € C.

* Montrons le premier point.

|z2| = Verzd =V ez d = Vaz x V27 = |z| x |2/|.
*x Montrons le deuxiéme point pour z’ # 0.

2! z'\z 2! |2
+* Montrons le troisiéme point. On distingue deux cas.
— Cas 1:si 2/ =0, alors |z| < |z|.
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z
— Cas 2 :si 2/ # 0, posons u = — et montrons que |1 +u| <1+ [ul.
z

T+ul® — (14 |u))? = (L+uw)(1+a) — (1 +2Ju| + [ul?)
=1+u+a+uf*—1-2ul— |u
=u+T— 2y
= 2(Re(u) — [ul)

< 0 d’aprés le troiséme point de la proposition 2.5.

Ainsi |1+ u| <1+ |ul. Donc :

1+ 2)<1+
z

z
; .
En multipliant cette inégalité par |z’|, on trouve :

|2+ 2| < |2] + |2'].
* La deuxiéme inégalité triangulaire se démontre comme dans le cas réel. O

#) Exercice 2.7. Soit z € C tel que |1 + 42| = |1 —iz|. Montrer que z € R.
Soit z € C, on a, par définition du module et opérations sur le conjugué :

I14iz| =/ (1 +i2)(1+iz) = /(1 +i2)(1 —i2) = V1 —iZ +iz + 2%

11 —iz| = /(1 —iz)(1 4+i%) = V1 +iZ —iz + 2Z.

Ainsi |1 +iz| = |1 — iz| se réécrit :

De méme :

1+i(z—2)+22=1+1i(Z — 2) + 2Z.

Donc i(z — Z) = i(Zz — z), i.e. z = Z, ce qui signifie que z € R d’aprés la proposition 2.2.

II - Trigonométrie et nombres complexes

a) Nombres complexes de module 1

Définition 2.5. L’ensemble des nombres complexes de module 1 est, ’ensemble, noté %,
défini par :

U ={2€C||z|=1} CcC".

#1 Exercice 2.8. Donner des exemples de nombres complexes de module 1.
leU,ieWU,-1€WU, —ieU.

Proposition 2.7. L’ensemble % est stable par multiplication et par inverse.

Démonstration. Soient z, 2’ € %, alors :
22| = |z x || =1x1=1
donc zz' € % . D’autre part, comme % C C*, alors z # 0 et :

11
1

1
donc — e %. O
z

& Remarque 2.7.

— % posséde une structure dite de groupe (cette notion sera rencontrée plus tard).

29



Calculus renforcé PCm-+, LDD GP, LDD PC, LDD STAPS-SPI

— Géométriquement % correspond au cercle trigonométrique de R2.

1
— Siz e %, alors |22 = 2z2=1donc 7 = —.
z

Définition 2.6. Soit § € R, on pose : € = cos(f) + isin(f).

0

& Remarque 2.8. Attention, il s’agit d’une notation, cela ne signifie pas par exemple que e est

une quantité positive.

#1 Exercice 2.9. Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :
1. e
e = cos(0) + isin(0) = 1.

2. 62i7r
e*'™ = cos(2m) +isin(27) = 1.
3. e
e'™ = cos(m) + isin(n) = —1.
4. ¢'%
ks ™ . .
e'2 = cos (—) + 7 sin (—) =1
2
5. el
iz .. ™ \/5 \/5
e 4 = Cos (—) —Hsm(z) = 7 +z7.
6. e i%

INE)

() i () - 7
e = COS 1 7 S1n 1 72 ’L27€

Proposition 2.8. On a [’égalité ensembliste :

U ={e?)0cR}.

Démonstration. Pour démontrer une égalité entre deux ensembles, on montre deux inclusions.

(C) Soit z € %, montrons que z € {e | § € R}. On pose z = = + iy avec (z,y) € R2. Comme
|z| = 1, alors 2% + y? = 1, donc (x,y) est sur le cercle trigonométrique, donc 30 € R tel que
x = cos(f) et y = sin(h). Ainsi z = e € {e¥ | § € R}.

(D) Soit z € {e | # € R}, montrons que z € %. Comme z € {e | § € R}, alors il existe § € R
tel que z = e et :

|ew| = \/(:OS(G)2 +sin(d)2 =1
donc z € % .
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Proposition 2.9. Soient 6,0’ € R, alors :
1 6i(0+6’) i6 36" .
. )

=e’e
) 1 —
2. _19:—.: i0 .
(& 619 e
6
-0y _ € .
3. el )761'9/’
4. e =13kecZ,0=0+2kn;

5. ¢ =¢® o3k cZ, =0 +2knr.

Démonstration. Soient 0,60’ € R.
* Montrons le premier point.

e = (cos() + i sin(8))(cos(d') + isin(60))
= cos(f) cos(6') — sin(#) sin(6’) + i (cos(6) sin(0") + sin(6) cos(0"))
=cos(0 +6') +isin(f +60') dapreés les formules de trigonométrie ;

. ’
— 61(9—1-9 )

* Montrons le deuxiéme point.
e~ = cos(f) — isin(f), donc :

€0 = cos(0) + isin(f) = cos(f) — isin(f) = e~ .

. — 1
D’autre part, d’aprés la remarque 2.7, comme e € %, alors e = —5-
e

% Le troisiéme point se démontre en utilisant le premier point et le deuxiéme point.
+* Montrons le quatriéme point.

e =1 & cos(f) + isin(f) = 1
< (cos(8) =1) A (sin(f) = 0)
& 3k eZ,0 =0+ 2kn.

* Le cinquiéme point se démontre en utilisant le troisiéme point et le quatriéme point. O

Proposition 2.10 (Formules d’Euler). Soit 6 € R, alors :

9 ,—if 0 _ —if
cos(f) = e te et sin(f) = S
2 24

Démonstration. Soit 6 € R, alors :

e +e7®  cos(f) + isin(f) + cos(f) — isin(6)

2 2
_ 2cos(0)
2
= cos(6).
On proceéde de la méme fagon pour démontrer la formule d’Euler pour sin(9). O

#1 Exercice 2.10.

1. Soit t € [0, 27], factoriser 1 + e par I’angle moitié.
Soit t € [0,27], on a :

; it [ =it it
1+et=e2 (e 2 +e2)

—it it
it e 2 2
=22 [ ——M

+e
it t
= 2e2 cos <5> d’aprés la formule d’Euler.
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2. En déduire, Vt € [0, 27, le module de 1 + e®.
Soit t € [0,27], on a :

i t
26% cos <—) ‘ =2
2

11+ 6| =

t
2 cos <—) si cos
t 2
cos| = || =
(5) (L)
—2cos | = si cos
2
t .
2 cos <§) site|0,n]

o t
—2 cos (§> sit e [m,2n]

car e est un nombre complexe de module 1 et car le module est une quantité positive.

DO+ DO+

Proposition 2.11 (Formule de Moivre). Soit € R, soit n € Z, alors :

(cos(0) + isin(f))™ = cos(nd) + isin(nb).

Démonstration. Soient § € R, n € Z, alors :

(cos(0) +isin(0))" = (e)"
=™ daprés la proposition 2.9 ;

= cos(nb) + isin(nf) par définition de la notation e®.

#1 Exercice 2.11. Soit f € R, exprimer sin(36) en fonction de cos(6) et de sin(f).

Soit # € R, on a :

s(0) +isin(0))®  d’aprés la formule de Moivre;;

0s%(0) + 3 cos?(0)i sin(0) + 3 cos(0)(isin(#))* + (isin(6))?

cos®(0) + 3i cos?(0) sin(#) — 3 cos() sin®(0) —isin®(0) car i = —1;
cos®(0) — 3 cos(6) sin®(0) + i (3 cos®(0) sin(#) — sin®(0)) .

cos(30) + isin(360) = (co

Par unicité de la partie imaginaire d’un nombre complexe, on en déduit que :
sin(30) = 3 cos?(0) sin(#) — sin®(0).

#1 Exercice 2.12 (linéarisation). Soit § € R, exprimer sin®(#) en fonction de cos(kf) et de sin(k6)
pour 0 < k < 3.
Soit # € R, on a :

619 o 6710 3
sin®(0) = (2—> d’aprés la formule d’Euler ;
i
1

P (eie o e—w)?’

—~

_ 81@ (e 310 _ 3,2i0,—i0 | 3,i0,~2i0 _ 6731'0)
_ ; (30 — =310 _ 3 (e _ =)

—_

e3i0 _ o—3i0 Seie — 0
B 2 2i

= —= (sin(36) — 3sin(h)) .

PSS

1
Donc pour tout 6 € R, sin®(0) = ~1 sin(36) + %sin(@).

¥ Remarque 2.9. La linéarisation est notamment utile pour le calcul d’intégrales faisant inter-
venir des puissances des fonctions cosinus et sinus.
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b) Argument

Définition 2.7. Soit z € C. On appelle argument de z tout nombre 6 € R tel que z = |z|e™.

Notation. L’ensemble des arguments d’un nombre complexe z est noté <7,.

& Remarque 2.10.

— Iln’y pas d’unicité de 'argument. Par exemple 1 = ¢ = €2i™ donc 0 et 27 sont des arguments

du nombre complexe 1.

— Géométriquement un argument de z € C d’image A € R? est une mesure de ’angle orienté
entre un vecteur directeur de ’axe des abscisses et le vecteur ﬁ

Proposition 2.12. Soit z € C* et soit 0y € R un argument de z, alors l’ensemble des arguments
de z est :

o, = {0y + 2kn | k € Z}.

Démonstration. Soient z € C* et 0y € R un argument de z. Montrons deux inclusions.

(D) Soit 8 € {6y + 2kw | k € Z}, montrons que 0 € <7,. Comme 6 € {0y + 2k7 | k € Z}, alors
dk € Z tel que 0 = 0y + 2kn. Comme 0y est un argument de z, alors :

2 = |z[e0 = |z]eO0F2™) — |4]e  car 2FT = 1.

Donc 0 € «7,.

(C) Soit n € ., alors par définition d’argument z = |z|e®?. D’autre part 6y est un argument de
z, donc z = |z[e. Par conséquent e’ = e (car |z| # 0 puisque z € C*), donc 3k € Z,
1 = 6y + 2km d’aprés la proposition 2.9. Autrement dit n € {0y + 2k7 | k € Z}.

O

& Remarque 2.11. L’argument d’un nombre complexe non nul est unique si on ajoute la condition
6 € [0, 2.

Notation. Soit z € C*, on note arg(z) 'unique élément de <7, N [0, 27].

#1 Exercice 2.13. Déterminer un argument de v/3 + .
Meéthode : on divise le nombre complexe par son module et on essaie de reconnaitre un nombre
complexe de la forme e avec 6 € R.

|\/§+i|:\/(\/§+i)(\/§—z‘): 3+1=2.

ol

() i (5)

Comme % € [0, 2|, alors arg(v/3 + i) = % De plus, /3 4 i = 2¢'5.

33



Calculus renforcé PCm-+, LDD GP, LDD PC, LDD STAPS-SPI

c) Forme trigonométrique

Définition 2.8. On appelle forme trigonométrique d’un nombre compleze z toute écriture de
la forme z = re'® avecr € Ry et O € R.

#1 Exercice 2.14. Donner deux formes trigonométriques du nombre complexe —1. En déduire
une forme trigonométrique du nombre complexe —2.

e'™ et €3 sont deux formes trigonométriques du nombre complexe —1. Ainsi 2e*™ est une forme
trigonométrique du nombre complexe —2.

& Remarque 2.12.

— Lorsqu’on veut multiplier ou diviser des nombres complexes, une forme trigonométrique de
ces nombres peut permettre de faire les calculs plus facilement.

— Dans une forme trigonométrique, r = |z| et 6 € «7,.

Proposition 2.13. Soient z,2’ € C et soit n € Z, alors :
1. 3k € Z, arg(zz') = arg(z) + arg(z’) + 2k ;
2. dk € Z, arg (3) = arg(z) — arg(z’) + 2k ;
3. 3k € Z, arg(z"™) = narg(z) + 2kmn.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, nous allons utiliser une forme trigonométrique
des nombres complexes. Soient z,z’ € C, alors il existe 0,0’ € R tels que z = |z|e? et 2/ = ||e?".
* Montrons le premier point.

22 = |z|e || = |22/|e 0T,
Donc par définition de ’argument, il existe k € Z tel que arg(zz') = 0 + 6’ + 2kw. Or 0 € o, et

0" € o, donc il existe ¢ € Z tel que arg(zz') = arg(z) + arg(z’) + 2¢r.
* Les deuxiéme et troisiéme points se démontrent de la méme fagon. O

6 —1iv2
#1 Exercice 2.15. Déterminer le module et un argument de w = Yot = q etv=1-—1i.
v

En déduire une forme trigonométrique de w.
Pour cela, on va écrire sous forme trigonométrique u et v.

2 2
Ensuite :
i—\/g_i\/i— \/6 —il—ﬁ—il—cos(ﬁ)—isin(z)—e_’%
| 2y2  2y2 2 2 2 6 6/ '
Et :

_— == — — — =
|v] V2 2 2
Donc u = v/2e~ %% et v = v/2e~%%. On en déduit que :

V/2e"i%
wW=—=—="—7
v Ve i

v 1-i V2 V2 s

e o
— e te T — i1z,

T
Ainsi |w| =1 et un argument de w est Tt
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III - Equations algébriques

a) Racines carrées

Définition 2.9. Soit z € C. On appelle racine carrée de z, tout nombre complexe a tel que

a2:z.

#1 Exercice 2.16. Donner des exemples de racines carrées de nombres complexes.
2 est une racine carrée de 4 et i est une racine carrée de —1.

Proposition 2.14. Tout nombre complexe non nul posséde exractement deux racines carrées dis-
tinctes.

Plus précisément, si z € C* est de forme trigonométrique z = re
racines carrées de z sont \/re's et —\/re's .

9 qvec r € Ry et 6 € R, alors les

Démonstration. Soit z € C* de forme trigonométrique z = re?® avec r € Ry et § € R. Procédons
par analyse-synthése.

2

— Analyse : soit a € C de forme trigonométrique a = pe’¥ tel que a? = z avec p € Ry et

@ € R, alors :

p2€2up _ Tew.
En particulier |p?e??| = |re?|, d’out p? = r, donc p = /7 (p ne peut pas étre égal & —/7
puisque p € Ry).

) . 0
D’autre part, arg(p?e?¥) = arg(re’?), donc Ik € Z, 20 = 0 + 2k, ainsi ¢ = 2+ km, ie.

dkeZ:

0 0
<p:§+2k7r ou g0:§+7r+2k7r.

i ”
Comme ¢i(5+7) — —e'2, alors :

a € {\/Fei%, —\/Fei%} .

— Synthése : en élevant au carré les deux valeurs trouvées pour a, on trouve z.

#1 Exercice 2.17. Déterminer les racines carrées de i.

. . . usy ] T ; T . ] T ; .
Les racines carrées de i = €2 sont v/1ed et —y/1ei% ,l.e. e'1 et €', autrement dit > + 17 et

V2 V2

_———

2 2

¥ Remarque 2.13. La proposition 2.14 donne des formules pour trouver les racines carrées d’un
nombre complexe dont on connait une forme trigonométrique. Si on connait la forme algébrique
z = x+1iy d’un nombre complexe z et qu’on ne sait pas déterminer une forme trigonométrique de z,
on peut utiliser la méthode suivante : si a = o+ est tel que a? = z, alors o — %2 +2iafB = z+iy
et comme |a|? = |z|, alors a? + 3% = /22 + 42 et on obtient le systéme suivant :

?—p =z
2a8 =y
o + 5% = /a2 + 12

#1 Exercice 2.18. Déterminer les racines carrées de 1+ i.
On cherche (o, 3) € R? tel que :

a2 —p2=1
2a8 =1
a2+ﬂ2:\/§.
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Si on ajoute la premiére équation et la troisiéme équation du systéme, on obtient 2a? = 1 + /2

1 2 /1 2 1 2
donc a? = +2\/_, autrement dit a = +2\/_ oua=— +2\/_.

V2 -1

Si on soustrait la premiére équation a la troisiéme, on obtient 262 = v/2 — 1, donc %2 = ——,

2
V2-1 V2 -1
5 .

autrement dit 8 = ouff=—

La deuxiéme équation du systéme, nous dit que « et 8 sont de méme signe donc les racines carrées
de 1+ ¢ sont :
1+v2 V21 1+v2 V21
5 +1 5 et — 5 —1 5

b) Trinémes du second degré

Proposition 2.15. Soient a,b,c € C tels que a # 0. On considére I’équation az? +bz +c =0
d’inconnue z € C et on pose A = b? — 4ac, alors :

b
— s1 A =0, l’équation admet une unique solution zg = 5 ;
a
— si A # 0, Uéquation admet deuz solutions distinctes :
—b+9 —b—90
z1 = et z9 = s
2a 2a

ol 0 est une racine carrée de .

& Remarque 2.14.

— L’extension a C simplifie le cas réel puisque dans le cas complexe, on a deux cas dépendant
de A contrairement au cas réel qui en dispose de trois.

— Soit A € C, on ne peut pas écrire v/A car on n’a pas donné de sens au symbole /- pour les
nombres complexes, d’ou 'utilisation de la notation § pour désigner une racine carrée de A
dans la proposition ci-dessus.

Démonstration. Soient a,b,c € C avec a # 0 et soit z € C. Comme :

2a 4a?
alors :
9 (2 b c)
az"+bz+c=alz"+—-2z+—
a a
b\> 2 ¢
“e\Ftag) T2 T
b 2 » dac
=alz+—) ——+—
2a 4a 4a
b b2 —dac
=alz+—) —
2a 4a
—afaa A
—a\f 2a 4a
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Si § € C est une racine carrée de A, alors :

b\> A
z est solution de I'équation < a |24+ — | = —
2a 4a

b\? 82
‘:’(”5) R
& +b—i5
* 2¢  2a

b 1)
i_

2 2a

o, hES
z = % .

=2 =

D’ou le résultat. |

#1 Exercice 2.19.

1. Déterminer les solutions de I'équation 2% — (1 + 2i)z +i— 1 =0 sur C.
Ona:
A=(—(1+20) —4x1x(i-1)=1+4i—4—4i+4=1

Comme A # 0, I’équation admet deux solutions :

14241 242 142i-1 2
e e e Y S s e i

2 2 2 2

21

2. Déterminer les solutions de I'équation 222 + 3z +4 = 0 sur C.
On a :
A=3%—-4x2x4=9-32=-23

Comme A # 0 I’équation admet deux solutions. Une racine carrée de A est i1/23 donc les

solutions sont :
 —3—1iv23
T4

_ —3+iv23
===

Z1 22

3. Déterminer les solutions de I'équation iz? + (1 — 5i)z + 6i — 2 = 0 sur C.
Ona:

A= (1-5i)*—4xix(6i—2)
=12 — 100 + (5i)* — (4i) x (6i) + 8i
=1-10i—25+24+8i
= —2i.

Comme A # 0 I’équation admet deux solutions. Une racine carrée de A est 1 — ¢ donc les

solutions sont :
—(1-=5i)+1—d 4i

— 2 _9
a 2i 2i
et
—(1—5i)—(1—i)  —246i —1+3i (—143i)i —i+3i
= ( z). ( z): —i.—6z_ —.1—32_( T|—3z)z: i+ 3i — 344
21 21 i i2 -1

¥ Remarque 2.15.
— Soient a, b, c € C avec a # 0, si I'équation az? 4 bz 4+ ¢ = 0 admet deux solutions z et 2’ alors

/ ! c

2+ =——etzxz =—.

a a

— Inversement si z et 2’ sont deux nombres complexes tels que z + 2/ = s et 2 X 2/ = p alors z

et 2’ sont les solutions de I’équation z2 — sz +p = 0.
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